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1. fejezet

Segédeszkozok és alapfogalmak

1.1. A koordinita-rendszer

1.1.1. Bevezetés

A mindennapi életben gyakran keriiliink olyan helyzetbe, hogy egy targy vagy épiilet (vagy barmi-
lyen objektum) hollétérsl kell érdeklédniink, vagy forditva: téliink kérnek ilyen jellegti felvilagositast.
Ilyenkor, ha az informécié birtokosdnak nem &all médjaban elkisérni az érdekl6dét a helyszinre, el kell
magyaraznia, hogyan lelhets fel a keresett targy. Ennek soran kézismert, kdnnyen megtalalhato téjé-
kozodasi pontokhoz viszonyitjuk a helyzetét: az asztal alatt, Gyongydstél 15 km-re északra, a Tisza
205. folyamkilométer-tablajanal stb.

A tajékozodasra a ponthalmazok geometriai leirdsanél is sziikség lehet. Ezt a célt szolgilja a
koordindta-rendszer, amelynek tobb fajtaja is van — mi most a Descartes-féle (derékszogti) koordinata-
rendszerrel ismerkediink meg.

1.1.2. A sikbeli derékszogti koordinata-rendszer alkatrészei

Jeloljiink ki a sikban két egymésra merdleges egyenest, és lassuk el Sket skdldval (beosztassal). Met-
széspontjukat nevezziik origonak (jele: O), a két egyenest pedig nevezziik x, illetve y (hagyomanyos,
nem tal szép nevén rendre abszcissza-, illetve ordindta-tengelyeknek. Ezek megvélasztdsa oly médon
kell, hogy torténjék, hogy az x tengelyt az origd koriil 90°-kal, azaz az éramutatd jardsaval ellentétesen
elforgatva, annak skilaja éppen az y tengely skaladjaval essen egybe. Mindkét tengelyen bejeloljiik az
1 egység helyét, és végiikon nyil jelzi a pozitiv irdnyt.
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1. FEJEZET. SEGEDESZKOZOK ES ALAPFOGALMAK

Ezek utén a stk valamely P pontjanak helyzetét a kovetkezéképpen adhatjuk meg: meghatarozzuk
P meréleges vetiiletét az x és az y tengelyen (a sorrend fontos!), és ha ezek rendre p, és py, akkor azt
mondjuk, hogy P koordinatai p, és p,, amit a kovetkezéképpen jeloliink: P = (pg, py).
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Ekkor p,-et P x koordinatajanak, (elsd koordinatajanak, abszcisszajanak), p,-t pedig P y koordi-

natajanak (masodik koordinatajanak, ordinatdjanak) hivjuk.

Minthogy a két tengely valéjaban szdmegyenesként miikodik, a koordinatak egyarant lehetnek po-
zitivak, negativak, illetve O-val egyenl6k. Az abszcissza és az ordinéta elGjele alapjan kiillonboztetjiik

meg a négy siknegyedet. Ezek szdmozéasa a kovetkez6képpen torténik:

S1
So
S3
Sa

Tehét:

x20,y20}
x§0,y20}
xSO,ySO}
xZO,ySO}.



6 1.1. A KOORDINATA-RENDSZER

II. 1.

IIT. 1V.

1.1.3. Derékszogti koordinita-rendszer a térben

Elsfordul, hogy a sik sztiknek bizonyul, és a teljes térre sziikségiink van valamely ponthalmaz tulajdon-
sdgainak a lefrdsdhoz. Ez sem jelenthet gondot, ha a sikbeli mintajara bevezetjiik a térbels derékszogd
koordindta-rendszert, amelyben hiarom, egymasra paronként merdleges tengelyhez viszonyitjuk pontja-
ink pozicidjat. A harom tengely, melyet z, y és z tengely elnevezéssel illetiink, az alabbi abran lathaté

viszonyban helyezkedik el:

Pz

Y
<

Py

Pz

1. MEGJEGYZES.

A sik és a tér dimenzidszaméat aszerint allapitjuk meg, hogy hany darab, egymasra paronként merd-
leges egyenes adhat6 meg benniik. Igy a sikot kétdimenziosnak, a teret pedig haromdimenziosnak



1. FEJEZET. SEGEDESZKOZOK ES ALAPFOGALMAK 7

mondjuk. Kézenfekvs, hogy a szdmegyenest egydimenziés koordinata-rendszernek nyilvanitsuk.
(A fels6 matematikiban kényelmesen dolgozhatunk négy-, 6t-, stb.-dimenzios terekkel.)

2. MEGJEGYZES.

Nem csak derékszogt koordinata-rendszereket haszndlunk. A Féldén példaul a jol ismert hossziisagi-
és szélességikdr-halozat is koordinata-rendszer, jéllehet nem rendelkezik egyenes tengelyekkel.

1.2. A radian

1.2.1. Bevezetés

Ebben a fejezetben a forgasszogek mérésére egy 01j mértékegységet vezetlink be. Ily médon lehetGségiink
lesz nemcsak szdgekhez, hanem walds szdmokhoz is szogfiiggvényeket rendelni, azaz értelmezni tudjuk
az

T — sinz, T — COSZT, T — tgx, T — ctgx

valds fiigguényeket is.

1.2.2. A radiin fogalma

1. DEFINICIO.

Egy ¢ forgasszog radidnban megadott értéke alatt azt a valés szamot értjiik, amelynek

e abszolutértéke a ¢ forgasszoggel elforgatott i egységvektor végpontja altal lefrt gorbe iv-
hossza,

e clGjele pedig a ¢ forgasszog elGjelével azonos.

3. MEGIEGYZES.
A definiciobdl kitdnik, hogy az 1 radidn nagysagu forgasszog esetében az dbran lathaté ¢ iv hossza
1 egység.



8 1.2. A RADIAN

4. MEGJEGYZES.

A radiant altalaban nem jeloljik. Ha tehat egy szog mérdszama mellé nem irjuk oda a fok jelét,
akkor az radianban megadott szogként értelmezends. Példaul a 15 nagysagu forgasszog valdjaban
15 radian nagysagu. (Ennek értéke a 360° kétszerese és haromszorosa kozott van.) Kiilonosen
fontos tehat, hogy ha fokban megadott szdget akarunk hasznalni, akkor mindig tiintessiik fel a fok
jelét, hiszen ennek elmulasztasa silyos félreértésekhez és bonyodalmakhoz vezethet.

1.2.3. Példak
1. Feladat:

Hatarozzuk meg az elébbi definici6 segitségével a —120° nagysagat radianban!

Megoldds:

Tudjuk, hogy a 120° a 360°-nak éppen egyharmada. Igy az i vektor elforgatasa soran létrejove
kériv hosszisaga a teljes keriiletnek egyharmada, amely az 1 egység hossziisaga sugarral
27

szdmolva 2m. A forgasszog negativ, tehat radidnban megadott nagysaga: —=.

2. Feladat:
Adjuk meg a 810°-ot radidnban!

Megoldds:
Ha az i egységvektort 810°-kal elforgatjuk, végpontja 2 teljes kort és egy negyedkort ir le. Ez
0sszesen 1 9 9
2— 27 = - 27 = —7.
4T eT

Mivel a forgasszog ezittal pozitiv, ennyi lesz a nagysaga radidnban megadva.

5. MEGJEGYZES.

A fenti, els6 latasra bonyolultnak haté definicié mellett az sz6l, hogy segitségével tetszéleges iranyu
és nagysagu forgasszognek megadhaté a mérdszama radianban.

1.2.4. Kapcsolat a forgisszog fokban és radidnban kifejezett mérszama kozott
1. TETEL.
Legyen egy forgasszog nagysaga fokban megadva o, radidanban pedig x. Ekkor

- et 180°
€rT = —— - 1 o = - L
180° etve p-

Bizonyitds
Tegyiik fel elgszor, hogy o > 0.
Mivel a pozitiv forgasszog egyenesen aranyos az i egységvektor végpontja altal a forgas sordn

rajzolt gorbe (koriv) ivhosszaval, kovetkezik, hogy e két mennyiség hényadosa a szog barmely
0-t6l kiilonboz6 értéke esetén egyenld.
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Vessiik Ossze a két hanyadost a 360° és az « forgasszogekre felirva! Tudjuk, hogy a 360°-
os forgatas sordn az i vektor végpontja éppen a 27 keriiletd korvonalat irja le. Tovabba
az « nagysagi forgatds soran a radidn definicigjabol kovetkezGen az i vektor végpontja x

ivhosszisagu korivet hoz létre. Igy
180°  «

27 x’
amelybél a-t, illetve x-et kifejezve a tételben feltiintetett allitashoz jutunk.
Ha o — és igy x is — negativ, gy —a mar pozitiv, amire alkalmazhatjuk az el6z8 esetet. A
—a forgasszog radidnban —x, igy
™ ~180°

T= o (—a), illetve -« -

(—x).
Az egyenletek két oldaldt —1-gyel szorozva allitdsunkhoz jutunk. 0

1. KOVETKEZMENY.

A fenti tétel alapjan « = 1, illetve o = 1° behelyettesitésével azt kapjuk, hogy az 1 radian
nagysagu szog koriilbeliil 57, 3°-0s, és 1° nagysiga radidanban nagyjabél 0,017.



2. fejezet

A szogfiiggvények értelmezése

2.1. Forgasszogek szinusza és koszinusza

2.1.1. A forgasszogek szinuszanak és koszinuszanak fogalma

2. DEFINICIO.

Forgassuk el az i vektort az O koriil ¢ forgasszoggel. Ekkor az igy kapott v vektor els§ koordiné-
tajat a ¢ forgasszog koszinuszdnak, a mésodik koordinatajat pedig a szinusznak nevezzik.

A p forgasszog koszinuszat cos p-vel, szinuszat sin p-vel jelsljiik. (Ezek szerint v = (cos ¢, sin ).

N sin ¢

cos

2.1.2. Példak

3. Feladat:
Hatarozzuk meg az elébbi definici6 segitségével sin 90°-ot!

Megoldas:

Az i vektort 90°-kal — pozitiv sz0grél 1évén sz0, az 6ramutatod jarasaval ellentétes iranyban —

10



2. FEJEZET. A SZOGFUGGVENYEK ERTELMEZESE 11

elforgatva éppen a j vektort kapjuk. Mivel ennek masodik koordinataja 1, kdvetkezik, hogy
sin90° =1

4. Feladat:
Mennyi cos(—540°)?

Megoldas:

Teendénk a kovetkezd: elforgatjuk az i egységvektort, ezittal az éramutato jardsaval mege-
gyez iranyban elszor 360°-kal (ekkor ismét az i vektorhoz jutottunk), majd — ugyanebben
az iranyban — még 180°-kal. Minthogy ezéltal éppen a v = (—1,0) vektort kaptuk, megvan a
valasz: cos(—540°) = —1.

6. MEGJEGYZES.

Azt a kort, amelyet az i vektor végpontja ir le a forgatas soran, egységsugari kornek nevezzik. (A
fentiek alapjan tehat az egységsugari kor kozéppontja az origd, sugara pedig 1 egység.) Ez a kor
a kés6bbiek soran fontos segédeszkoziink lesz.

7. MEGJEGYZES.

A definiciébol kittinik, hogy barmilyen elGjelii és abszolutértéki szognek létezik szinusza és koszi-
nusza.

8. MEGIEGYZES.

A forgéasszogek szinusza és koszinusza nem lehet akdrmekkora. Tekintve, hogy az egységsugari
kor barmely pontjanak koordinatai a [—1, 1] intervallumba esnek, ugyanez vonatkozik a szinusz-
és koszinuszértékekre is.

9. MEGJEGYZES.
A megismert szogfiiggvények elgjelét illeten az egységsugarn kor pontjainak koordinatait elég
megvizsgalnunk. Eszerint
e az I. (zart) siknegyedbe es6 forgasszogek szinusza nemnegativ, koszinusza nemnegativ,
o a II. (zart) siknegyedbe es6 forgasszogek szinusza nemnegativ, koszinusza nempozitiv,

o a III. (zart) siknegyedbe es6 forgasszogek szinusza nempozitiv, koszinusza nempozitiv,

o a IV. (zart) siknegyedbe es6 forgasszogek szinusza nempozitiv, koszinusza nemnegativ.
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2.2. FORGASSZOGEK TANGENSE ES KOTANGENSE

1ty ty
+ + — +
X X
O 1 0] 1
— — _|_ —
sin Ccos ¢
10. MEGJEGYZES.

11.

Mivel példaul a 80°-ot és a 100°-ot szemléltets vektorok egymads tiikdrképei az y tengelyre, mind-
kettének ugyanaz a masodik koordinataja. Igy sin80° = sin100°. Sét, ha példaul a 80°-ot
tovabbforgatjuk akarmilyen irdnyban, akiarhanyszor 360°-kal, a forgasszoget abrazoloé vektor a
80°-hoz tartoz6 vektorra illeszkedik. Ilyenforman végpontjuk koordinatai azonosak, ami annyit
jelent, hogy

sin(80° + k - 360°) = sin 80°,

ahol k tetszGleges egész szam lehet. Mindebbdl az kivetkezik, hogy wvégtelen sok olyan szég van,
amelynek a szinusza egyenld. Hasonld a helyzet a forgasszogek koszinuszaval is.

MEGJEGYZES.

Ha a forgasszogekhez hozzarendeljiik szinuszukat, koszinuszukat, tangensiiket, illetve kotangen-
siiket, akkor az illet§ hozzarendelési utasitassal fliggvényt adunk meg. Ezeket szigfiggvényeknek
nevezziik.

2.2. Forgasszogek tangense és kotangense

2.2.1. A forgasszogek tangensének és kotangensének fogalma

3. DEFINICIO.

o Egy forgasszog tangense alatt szinuszanak és koszinuszanak hdnyadosat értjiik, ha ez létezik.

o Egy forgasszog kotangense alatt koszinuszanak és szinuszanak hényadosat értjiik, ha ez
letezik.

A p forgasszdg tangensét tg p-vel, kotangensét ctg -vel jeldljiik.
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12.

13.

14.

15.

MEGJEGYZES.

A definicibban a ha [étezikkifejezés amiatt sziikséges, mert osztasrol 1évén szd, a hanyadost csak
akkor értelmezhetjiik, ha az oszt6 0-t61 kiilonbozik. Igy nem minden szégnek van tangense, illetve
kotangense.

MEGJEGYZES.
Ha mindkettd létezik, akkor tg ¢ és ctg ¢ egymés reciproka.

MEGJEGYZES.

A ¢ forgasszoghoz tartozo v vektor, valamint a ¢ + 180°-hoz tartozdé w vektor egymas tiikdrképe
az origéra nézve. Igy, ha v = (v1,v2), akkor w = (—v1, —v3). Ekkor

v —
tgp=— = — =tg(p+ 180°),
V1 —U1

feltéve persze, hogy a hanyados létezik. Ebbél az kovetkezik, hogy ha valamely forgasszoget a
180° barmely egész szamu t6bbszorosével megtoldunk, a kapott szdg tangense nem véltozik — ha
az egyaltalan létezik. Igy végtelen sok szog van, amelyeknek azonos a tangensiik. (A kotangenssel
hasonl6 a helyzet.)

MEGJEGYZES.

A tangens és a kotangens elgjele kdnnyen megallapithatd, ha a szamlalojukban és a nevezgjiikben
szerepld szogfiiggvények eléjelét vessziik szemiigyre. Igy a 0° és 360° kozotti forgasszogek esetén

e az I. és III. (nyilt) siknegyedbe ess szogek tangense és kotangense egyarant pozitiv,

e a Il és IV. (nyilt) siknegyedbe ess szogek tangense és kotangense egyarant negativ.

tgp, ctgp
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16. MEGJEGYZES.

Ha egy forgésszog koszinusza abszolutértékben elég kicsi, igy a forgisszog tangense abszolutérték-

ben igen nagy lehet. Példaul
sin 89°

cos 89°
Hasonl6 a helyzet a forgasszdgek kotangensével is.
Igy a forgasszogek tangensének és kotangensének nincs sem also, sem felss hatéra.

tg 89° =

~ 57,29.



3. fejezet

Trigonometrial azonossagok

3.1. Bevezetés

Ebben a fejezetben olyan trigonometriai egyenl@ségek szerepelnek, amelyek a benniik szereplé valtozok
Osszes lehetséges értékére fennéllnak. Az ilyen sszefiiggéseket azonossdgoknak nevezziik.

Mivel a fejezet célja a trigonometriai egyenletek megoldasanak elGkészitése, ahol is az ismeretlen
altalaban walds szdm, az alabbi azonossigokban szerepld szogeket radidnban meérjiik, és jelolésiikre az
z, y bettiket hasznéljuk.

3.2. Osszefiiggések egy szog kiilonb6z6 szogfiiggvényei k6zott

3.2.1. Osszefiiggés a tangens és a kotangens szogfiiggvény kozott
2. TETEL.
1 1
tgx = ——, illetve ctgx=——, ha xz#k- E, keZ.
ctgx tgx 2
Bizonyitds

Allitasunk a tangens és kotangens definicidjanak kozvetlen kovetkezménye. A feltételben azt a
kovetelményt fogalmaztuk meg, hogy a szoban forgd két szogfiiggvény egyarant értelmezhetd
legyen. 0

3.2.2. Osszefiiggés a szinusz és a koszinusz szogfiiggvény kozott

3. TETEL.
Minden z esetén sin? x + cos®x = 1.

Bizonyitds
Tudjuk, hogy haa v = (v1, v2) vektor koordinatai: v = (v1,v2), akkor abszolutértékére a |v| =

\/U% + U% osszefiigges teljesiil. Igy, ha az o forgasszoghoz tartozo (cosx,sinz) egységuektorra
irjuk fel ezt az Osszefiiggést, akkor

1=1Vcos2z +sin’zx

15



16 3.3. ADDICIOS TETELEK

adodik. Az egyenl@ség mindkét oldalat négyzetre emelve édllitasunkhoz jutunk. 0

2. KOVETKEZMENY.

) 2
sin“ x 1 —cos“x ™
tg e = — = 5 , ha z#—-+kn, keZ,
1 —sin“x Ccos* 2
1 —sin?z cos? x
ctg e = — = 5, ha x#kn, keZ
sin“ x 1 —cos*z

Bizonyitds

A tg, illetve ctg szogfiiggvényeket definiald Osszefliggések mindkét oldalat négyzetre emelve,
majd a ??. Tétel allitasat felhasznalva éppen a fenti egyenldségekhez jutunk. 0

17. MEGJEGYZES.

Elsbbi két tételiink, illetve azok kévetkezménye segitségével az x szog barmely két szogfiiggvénye
kozott 0sszefiiggést teremthetiink.

3.3. Addici6s tételek

Ebben a fejezetben olyan Osszefiiggéseket vezetiink be és bizonyitunk, amelyek két szog Osszegének
vagy kiilonbségének kiilonbozs szogfliggvényeit hatérozzak meg. (Az addicio az édsszeadds szo latin
eredeti megfelelGje.)

Els6 tételiink bizonyitdsdhoz sziikségiink lesz az alabbi segédtételre:

3.3.1. Segédtétel az addiciés tételek bizonyitasdhoz

4. TETEL.

Tegyiik fel, hogy a v = (v1,v2) vektort az origé koriil w/2-vel pozitiv irdanyban elforgatva a w
vektort kapjuk. Ekkor w koordinatdi: w = (—va,v1).

Bizonyitds

A v vektor végpontjanak helye szerint 9 eset kiilonithet6 el. E pont lehet ugyanis a négy
nyilt siknegyed valamelyikében, illeszkedhet a tengelyekbdl az origd altal elkiilonitett négy
nyilt félegyenes valamelyikére, tovabba azonos lehet magaval az origéval. Bizony{tasunk akkor
lenne teljes, ha a fenti 9 eset mindegyikében ellenériznénk a v és w koordinatiira vonatkozo
allitast. Minthogy azonban ezek egyméstol csak kis mértékben kiilonboznek, megelégsziink
az 1. nyilt siknegyedre, illetve az = tengely pozitiv félegyenesére illeszkedd v vektor esetének
részletezésével.

I. Tegyiik fel, hogy v végpontja az 1. nyilt siknegyed V pontja. Ekkor w végpontja, amelyet
jeloljiink W-vel, a II. nyilt siknegyedbe esik. Legyen V meréleges vetiilete az x tengelyen P,
tovabbd W merdéleges vetiilete az y tengelyen @Q:
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Az OPV A-ben és a OQW A-ben
e POV < =QOW< (merdleges szaru hegyesszogek), tovabba
o OPV<=0QW< (= 90°),

tehat e haromszogekben két-két szog egyenld — kovetkezésképpen a harmadik szdgek is:
QWO<x = PVO<. Emellett OV = OW, hiszen a pont koriili forgatas tavolsdgtarto ge-
ometriai transzformacié. Igy OPVA = OQW A, hiszen egy oldal és a rajta fekvd szogek
egyenlgk benniik. A megfelel6 tovabbi oldalak egyenléségéhsl OP = OQ és PV = QW ko-
vetkezik.

Csakhogy a II. sitknegyedbe es6 W pont koordinatai a mer6leges vetiiletek és az eljelek figye-
lembe vételével a kovetkezSképpen alakulnak: W = (—=WQ, OQ), ami az elbbi egyenlGségek
miatt a kovetkez6képpen is megadhato: W = (— PV, OP).

Minthogy azonban PV éppen V ordinataja, azaz ve, OP pedig V abszcisszaja, vagyis v, a W
pont — valamint annak w helyvektora — éppen a tételben megadott (—ve,v1) koordindtékkal
jellemezhetd.

I1. Tegyiik most fel, hogy a v vektor V' végpontja az x tengely (a,0) koordinataju pontja,
ahol a > 0. Ekkor w végpontja, vagyis W éppen az y tengely (0,a) koordinatéaju pontja.
Tudvalevd, hogy a v és w helyvektorok koordinatai rendre V, illetve W koordinataival azo-
nosak, igy ezek is (a,0), illetve (0,a) formédban adhatok meg. Mivel ezekre fennall a tételben
megfogalmazott Gsszefiiggés, tételiink bizonyitasa ebben az esetben is kész.

Az origdba mutato v vektor esete trivialis, hiszen ekkor mind v, mind pedig w nullvektor,
melynek mindkét koordinataja 0.

A maradék 6 eset az imént bemutatottak mintajara, azok csekély valtoztatasival kénnyen

bizonyithato. 0
3.3.2. A szinuszra és a koszinuszra vonatkozo addicios tételek
5. TETEL.

sin(z +y) =sinz cosy + cosxsiny és
cos(z +y) = cosxcosy — sinxsiny.



18

3.3. ADDICIOS TETELEK

Bizonyitds

Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket:
e Legyen az i vektor O koriili, x szoggel tortént elforgatottja i/,
o legyen az i vektor O kortili, x 4+ y szoggel tortént elforgatottja v, végiil
e legyen az i’ vektor O koriili, m/2 szoggel tortént elforgatottja j'.

A vektorainkat szemléltets alabbi abra arra az esetre vonatkozik, amikor x és y olyan pozitiv
szogek, melyek Osszege hegyesszog. A bizonyitds sordn ezeket a specidlis adottsagokat sehol
sem hasznaltuk ki, igy az altalanossagot nem sertjiik. (EIGbbi segédtételiink ugyanis barmely
vektor pozitiv derékszggel torténd elforgatasa esetén megadja az eredményiil kapott vektor
koordinatait.)

Y
A
A
il v
s/
J i
Yy
T -
0O i

A forgasszogek szinuszanak és koszinuszanak értelmezésébdl kovetkezik, hogy
i’ = (cosz,sin ), (3.1)

v = (cos(z + y),sin(z + y)) . (3.2)

Tovabba, tekintettel arra, hogy j' az i’ O koriili, w/2vel valo elforgatésa atjan jott létre, a
?77?. Tétel szerint

j’ = (—sinz,cosz). (3.3)

A bizonyitas annak felismerésére épiil, hogy az (i',j') vektorpar két olyan, egymasra meréle-
ges egységvektorbol all, melyek koziil a masodik az elsének az O koriili, 7/2-vel valo elforga-
tasa altal kaphato meg. Ertelmezhetiink tehat egy olyan mésodik Descartes-féle derékszogti
koordinata-rendszert, amelynek tengelyei ezekre a vektorokra illeszkednek, az egység helyét
pedig mindkét tengelyen e vektorok végpontjai jeldlik ki.

Adjuk meg ebben a koordinata-rendszerben a v vektor koordinétait! Mivel v-t ugy kap-
hatjuk meg, hogy az V-t az O koriil y szoggel elforgatjuk, v koordinatéi ebben az tjonnan
bevezetett koordinata-rendszerben: v = (cosy,siny). Mindez a vektorok koordinatainak ér-
telmezése alapjan azt jelenti, hogy az i és j' vektorokbol a cosy, illetve siny egyiitthatokkal
képezhetiink v-t elgallité linearis kombinéciot:

v=cosy-i +sinz-j.
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Helyettesitsiik be i’ és j’ helyére a (?7)-ben, illetve (?7)-ben 4ll6 elGallitasukat:

v = cosy-(cosx-i+sinz-j)+siny-(—sinz-i+ cosx-j)
= cosxcosy-i+sinxcosy-j—sinxsiny-i+ coszsiny - j

= (coszcosy —sinxsiny)i+ (sinzcosy + cos x siny)j.

Mindez azt jelenti, hogy a v vektor az i és j vektorok linearis kombinaciéjaként a cos x cosy —
sinz siny és sinx cos y + cos x sin y egyiitthatok segitségével allithato els, azaz: v koordinatai
az i, j bazisra vonatkozoban:

(cosz cosy — sinzsiny, sin x cosy + coszsiny).

Csakhogy mi a bizonyitas elején, a (?77?) elgallitasban mar leszogeztiik, hogy v koordinatai
erre a bazisra nézve:
(cos(z + y),sin(z +y)) .

Mivel tudjuk, hogy a v vektor koordinatait a bazis kijelolése egyértelmtien meghatarozza,
kovetkezik, hogy a két elGallitas szitkségképpen azonos, azaz sin(x+y) = sin x cos y+cos z sin y

és
cos(z 4+ y) = cosxz cosy — sinzsiny.
Ezzel a bizony{tas kész. O

A tovabbi addicios tételek kimondasahoz és bizonyitasiahoz érdemes felidézniink a kiévetkezd tételt,
melynek a nevezetes szdgek szogfiiggvényeinek felirasakor is hasznat vessziik:

6. TETEL.

Tegyiik fel, hogy a ¢ és 1 forgasszégekhez tartozé vektorok egymads tiikdrképei az y tengelyre.
Ekkor
sin ¢ = sin 1, illetve COS Y = — COS (.

Amennyiben a ¢ és 1 forgasszégekhez tartozé vektorok egymas tiikiorképei az x tengelyre, tgy

sin = —sin Y, illetve COS (Y = COS .

A tétel ugyanis az aldbbi kévetkezményekkel jar:
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7. TETEL.

sin(—z) = —sinz, cos(—z) = sinz, tg(—x) = —tgx, ctg (—z) = —ctgx.

Bizonyitds

Els§ két allitasunk annak kévetkezménye, hogy az x és a —x szdgekhez tartozo vektorok
egymas tiikorképei az x tengelyre, igy alkalmazhatjuk a ??7. Tétel mésodik pontjat. A két
utobbi allitast pedig gy kapjuk meg, hogy az els§ egyenletet elosztjuk a maésodikkal, és
viszont. 0

8. TETEL.
sin(z —y) =sinxz cosy — cosrsiny és
cos(x —y) = cosx cosy + sinzsiny.

Bizonyitds

Alkalmazzuk a ?7?. Tétel t az x és —y szégekre, majd hasznaljuk fel a ?7. Tétel allitasait!

sin(x —y) = sin(x + (—y)) = sinz cos(—y) + cosxsin(—y) =

= sinxcosy — coszsiny;

cos(r —y) = cos(x+ (—y)) = cosxcos(—y) —sinzsin(—y) =

= cosxcosy +sinzsiny.

18. MEGJEGYZES.
Ha a
cos(x —y) = cosxcosy + sinxsiny

Osszefliggésben y értékét z-nek vilasztjuk, akkor a mar kordbban bizonyitott

2

sin2x+cos r=1

tétel egy tjabb igazolasdhoz jutunk.

19. MEGJEGYZES.

Elsbbi két tételiink a kdvetkezGképpen foglalhato Ossze:

sin(x + y) = sinx cosy + coszsiny és

cos(x £ y) = cosxcosy Fsinxsiny.

(A +£ és F jelek értelmezése ugy torténik, hogy ha a bal oldalon a fels§ miveleti jelet tekintjiik,
akkor a jobb oldalon is azt kell figyelembe venni.)
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3.3.3. A tangensre és a kotangensre vonatkoz6 addiciés tételek

9. TETEL.
tgr £tgy Pl
t + = ———  h Y, T —+k-m, kel
g(z£y) TFtgr tgy 12 U7 y# 5 thkem
ctgz - ctgy F1
t + = ———————  h Y, k-m, keZ.
ctg (¢ £ y) e Eote b myrEyFken
Bizonyitds

Osszuk el a ?7. Megjegyzés els6 sorat a masodikkal, majd viszont! (A 0-val valé osztés
veszélyét a az x +y # w/2 + kn  k € Z feltétellel kikiiszoboltiik, hiszen az ennek eleget tevd
szogek szinusza 0-t6l kiilonbozd.)

sin(r +y)  sinzcosy+cosxsiny

cos(x +y) cosxzcosyFsinzsiny

Egyszertsitsiik a jobb oldali tortet cosx cos y-nal és hasznaljuk a szdgek tangensének defini-
ciojat (a tétel feltetelei miatt az oszt6 0-t6l kiilonbozik):

sin z cosy cosxsiny sinx siny

t (.CC:I: )_ COS T COS Y COSTCOSY __  COST cosy tga:j:tgy
) y) = COS & COs Y sinzsiny sing siny 1:th;1;.tgy'
COS Z COS Y + COS T COS Y + Cos Yy Ccosy

A tétel kotangensre vonatkozé allitdsat hasonldéan kapjuk meg, csak most a 7?. Megjegyzés
masodik sorat kell az elsével elosztani, majd a kapott torteket sin x siny-nal egyszertsithet-
Jjiik. ]

3.4. A kétszeres szogek szogfiiggvényei

10. TETEL.

(1) sin2x = 2sinzcosx

(2) cos2r = cos’z —sin’x

(3) tgzleitfggm, ha v#%+k-%, a2#Z+k-n, keZ

2z—1
(4) ctg2z = Ctzgctgm , ha x#k-3, kel
Bizonyitds

Alkalmazzuk az el6bbi addicios tételeket, y értékét z-nek vélasztva!

(1) sin2x = sin(z + x) = sinx cosx + cos xsinz = 2sinx cos z,
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2 2

(2) cos2x = cos(z + x) = cosx cosx — sinx sinx = cos® x — sin” x,
(3) tg2x =tg(z+2x) = 1@;;‘?%;96 = 1Ettgg:ng amennyiben teljesiil egyrészt az x # § + k- 7,

masrészt a 2r # 5+ k- 7w, k€ Z, azaz az x # | + k- § feltétel.

(4) ctg2z = ctg (z + z) = SBzcwz—l _ ce’e—1 .11 5 feltstelek az el6z6 allitas bizonyita-

ctgx+tctgx 2ctgx
sdban latott médon kévetkeznek a megfelels addiciés tétel feltételeibél.

3.5. Az addici6s tételek egyéb kovetkezményei
A kétszeres szdgek koszinuszénak két tjabb elallitasat adjuk meg a kovetkezd tételben:

11. TETEL.

cos 2z = 2cos’x — 1, illetve cos2z =1—2sin®x.

Bizonyitds
Mindossze annyit kell tenniink, hogy a mar bizonyitott

2 2

cos 2z = cos”“ x — sin“ x
Osszefiiggés jobb oldalanak elsg, majd mésodik tagjat a

sin® x + cos’r =1

tételbdl kifejezett alakjukban szerepeltetjiik:

cos2r = cos’z —sin®z =cos’z — (1cos’z) = cos’z — 1 + cos’x =
= 2cos’z — 1,
illetve
cos 2z = cos’ x —sin® z = (1 —sin® x) — sin? = 1 — 2sin® z.
12. TETEL.

. (T

cosrx = sin(-—z),
2
, T

sinz = cos{y —2),

ctgxr = tg(z—m), ha x#k-m, kezZ,

tgx = ctg (z—x>, ha x#%%—k-m ke Z.

O



3. FEJEZET. TRIGONOMETRIAI AZONOSSAGOK 23

Bizonyitds

Els6 két allitasunk nyomban igaznak bizonyul, amint a jobb oldalakat a megfelel6 addicios
tételek segitségével fejtjiik ki:

7r 7T LT . .
cos (5 —x) :cosicosa:—i—smgsmx = 0-cosx+1-sinx =sinz,
. T . ™ . .
sin 5—95 :s1n§cosa:—cos§s1nx = 1-cosx —0-sinx = coszx.

A masodik két allitds igazoldsanal azonban nem tamaszkodhatunk a megfelels tételekre, hi-
szen most nem teljesiilnek maradéktalanul azok feltételei: a 7/2 tangense ugyanis nem ér-
telmezhets. Ha azonban a mér bizonyitott elss egyenletet elosztjuk a masodikkal (a feltétel
ugyanis kizarja a 0-val valo osztést), éppen a harmadik egyenlgséget kapjuk. Ha az osztas
soran az osztando és az oszté szerepét felcseréljiik, a negyedik egyenléséghez jutunk. 0

3.6. A félszogek szogfiiggvényei

A kovetkez6 tételek segitségével megadhatjuk egy tetszéleges x szog felének, azaz x/2-nek a kiilonbozé
szogfiiggvényeit.

13. TETEL.
| = 2 (3.4
SN — | =/ ——F— ’
2 2
T 1+ cosz
Tl =/ L 3.5
T 1 —cosx
= —" 2k Z. .
th \/14—?’ ha x#m+2km, k¢ (3.6)
1
’ ctg 2 | = \/m ha x#2km, ke Z. (3.7)
2 1 —cosx
Bizonyitds

(??) bizonyitasahoz alkalmazzuk a cos2z = 1 — 2sin? x Gsszefiiggést az x/2 szogre!
x x
cos 2-—) =1-—2sin% 2,
(23 2
amelyet a kovetkez6 médon rendeziink:

o X
cosx =1 —2811125,

.9 X
2511125:1—003:1:,

.9 T 1 —cosx
sin“ — = ————,

2 2
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melynek mindkét oldalabol négyzetgyokot vonva a bizonyitani kivant allitast kapjuk. (E
gyokvonas elvégezhets, hiszen cosz legfeljebb 1 lehet, tehat a jobboldali tért szamlaloja
nemnegativ, igy a tort maga is az.)

(?7) bizonyitasdhoz ismét a cos 2z-re vonatkozo Osszefliggésbol indulunk ki, csakhogy eztttal
a cos2z = 2cos?x — 1 alakot hasznaljuk. Felirva az azonossagot x/2 kétszeresére, az el6z6
pontban latott 1épésekkel masodik allitasunk pillanatok alatt igazolhaté.

(?7)-nél elszor is azt kell leszogezniink, hogy az egyenléség két oldalan allo kifejezések ér-
telmezési tartomdnya azonos. A bal oldal ugyanis pontosan akkor értelmezhetd, ha § #
5 +kn, k€ Z, ami ekvivalens a tételben allo feltétellel. Emellett a jobb oldalon talalhato
gyok értelmezhetdségéhez is pontosan annyi szilikséges, hogy a nevezd ne legyen 0-val egyenld,
hiszen a koszinusz fiiggvény értékkészletébsl adéddan a szamlald és a nevezd mindig nemne-
gativ. Ez a feltétel viszont mindig a tételbelivel azonos.

Most mar kénnyt a dolgunk. Annyit kell csupan tenniink, hogy az els6 pontban bizonyitott
azonossagot elosszuk a mésodik pontban szereplével. Az el6z6 gondolatmenet sordn kideriilt,
hogy a 0-val val6 osztas nem fordulhat el§ a tételben feltiintetett feltétel miatt.

(?7) az elébbi modon igazolhato, azzal a kiilonbséggel, hogy most a mésodik azonossagot kell
az elsovel osztani. Az osztd most is 0-t6] kiilonbozs a feltételnek koszénheten. O

20. MEGJEGYZES.

Az el6z6 tétel segitségével a félszogek kiilonféle szogfiiggvényeinek mindossze az abszolutértékét
sikeriilt megallapitani. A gyok elGjelét minden esetben tigy kell megvalasztanunk, hogy az egyezzen
x/2 megfelels szogfliggvényének elGjelével. (Célszert ennek megallapitasdhoz a szoget felvenni a
koordinata-rendszerben.) Amennyiben /2 elgjelérsl nincs informécionk, ugy a tételeket nagyon
koriiltekintGen kell hasznalnunk.

5. Feladat:

Hatarozzuk meg cos 165° értéket!

Megoldds:

A 7?7, Tételt fogjuk alkalmazni:

| cos 165° | = 1+C083300_\/ﬁ_ \/§+2_ \/§+2_ %(\/§+1)2
= 5 _ L = ha 2 _ 2

S VB+1 VE+V2
= =

Minthogy a 165° a masodik siknegyedbe esik, koszinuszanak értéke negativ, igy

V62
e

cos 165° =

14. TETEL.
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x 1—cosx sin x

to = = = h 2k keZ 3.8
83 sin 1+cosz’ 2 T # 7+ 2k, €& (3:8)
1 31
ctg L = LXCOST STy Lokr, keZ. (3.9)
2 sin x 1 —cosz

Bizonyitds

(??7) bizonyitasahoz alkalmazzuk a ??7. Tétel (77?) allitasat, majd bovitstik a jobb oldali tortet

az v/1 — cos x mennyiséggel!

‘t x‘_\/lcosx_\/lcosx \/1cos:p_ l—cosz  1—coszx
217 Vitcosz  V1+cosa 1—cosz +1—cos2z sinlz
1 —cosx

V] sinz |

Ha most x az els6 két stknegyedbe esik, akkor mind sin z, mind pedig tg x/2 pozitiv, azaz az
atalakitias-sorozat két végén szerepld abszolutérték-jelek egyidejileg elhagyhatok, és maris a
bizonyftandé allitas elsé egyenléségéhez jutottunk. Ha viszont x a harmadik, vagy a negyedik
stknegyedhez tartozik, akkor sinxis és tgx/2 is negativ, tehat az abszolutértékiik vétele az
ellentettjiikhoz vezet:

r 1—coszx
= tg —_ = —_—,
2 —sinx
amely egyenl6tlenség mindkét oldalat —1-gyel szorozva kapjuk meg az emlitett allitast.

A (?7)-ben szerepl6 mésodik egyenléség igazolasa 1 + cosz-szel torténd bovitéssel hamar

elkésziil:
1—cosx 1—cosx 1+cosx 1 —cos?z B sin? x
sinz  sinz  1+4cosz sinaz(l+cosx) sinz(l4 cosz)
_ sinx
" l+cosz’
Az egyes osztasok végrehajthatosagat a tétel feltétele biztositja.
(7?) bizonyitésa reciprok-vétellel térténhet. 0

3.6.1. Szogfiiggvények Osszegének szorzatta alakitasa

Az egyenletek megoldasa soran nagyon sokszor hasznosnak bizonyul, ha a nulldra redukélt egyenlet
nemzéré oldalat sikeriil szorzatta alakitani. Ilyenkor ugyanis érvelhetiink azzal, hogy egy szorzat értéke
pontosan akkor 0, ha legalabb az egyik tényezGje az, és a tovabbiakban a megoldas tobb, az eredetinél
egyszeriibb (altalaban alacsonyabb foka) egyenlet megoldasaval folytatodhat.

A kovetkezd tétel allitasai erre kinalnak lehet&séget.

15. TETEL.
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x 4y cos(x —y)

sinx + siny = 2sin

2 2 ’
_ . x + ysin(z — y)
sinx — siny = 2 cos ,
2 2
cosx+cosy:2cos$+ycos($2_y),
. z+ysin(z —y)
cosx —cosy = —2sin ,
2 2
i +
tgmitgyzw, ha :B,y#z—l—lmr, keZ,
COS T COS Y 2
i +
ctga;:tctgyzw, ha x,y#kn, keZ.
sinx sin y

Bizonyitds
(7?7) bizonyitaséara szoritkozunk — a tobbi allitasnal az eljaras hasonld.

Vezessiik be az
r+y
o= 2 N /3 =

r—y
2

valtozokat. Ekkor nyilvan

r=a+p3, illetve y=a—pf.

(3.10)
(3.11)
(3.12)
(3.13)

(3.14)

(3.15)

Ez utobbiakat behelyettesitve (?77) bal oldalaba, majd alkalmazva a ?77. Tételt és ?7. Tételt,

sinz + siny = sin(a + () + sin(a — )

=sinacosf + cosasin 3 + sinacos f — cosasin § = 2sinacos f =

z+y r—y

= 2sin cos
2



4. fejezet

Geometrial szogek szogfuggvényei

4.1. A derékszogil haromszog hegyesszogeinek szogfiiggvényei

A tovabbiakban egy szbg szinusza, koszinusza, tangense, kotangense alatt az ugyanolyan nagysagu
(pozitiv) forgasszog hasonlo szogfiiggvényét értjik.

16. TETEL.

Tegyiik fel, hogy egy derékszigii haromszdg két befogbja a és b, dtfogdja c, és az ezekkel szemkdzti
csucsok és szogek rendre A, B, C, illetve «, 3 és . Ekkor az o és 8 hegyesszogek szogtiiggvényeit
a haromszog oldalaival a kévetkezéképpen adhatjuk meg:

sinae=—, cosa=-, tga=-, ctga=

)

e oo

sinf= -, cosf= tgB=—, ctgB=

ol o
Ol oo
Qo>

Bizonyitds
Feltehetjiik, hogy a haromszog pozitiv koriiljarast, hiszen ellenkezs esetben tengelyes tiik-
rozéssel egy, az eredetivel egybevagd pozitiv koriiljardsi haromszoghdz jutunk, amelyben a

hegyesszogek szogfiiggvényei az alabbiak szerint meghatarozhatok. (Egybevago haromszogek
szogel, igy azok szogfiiggvényei is egyenlsk.)

llessziink koordinata-rendszert a haromszog sikjara oly médon, hogy annak origdja a ha-
romszég B cslcsa legyen; a koordinata-rendszer x tengelye illeszkedjen az a oldalra, és a
haromszog az elsé (zart) siknegyedbe keriiljon Végiil valasszuk 1 egységnek a haromszog c
oldalanak hosszat.

27
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4.1. A DEREKSZOGU HAROMSZOG HEGYESSZOGEINEK SZOGFUGGVENYEI

Y
A
A
c=1 «
b
B .
OB a C v

Mivel az atfogo 1 egység hosszisagn, A illeszkedik az egységsugara korre. Ezért az A pont
helyvektora az i vektor [ forgasszoggel valo elforgatottja, azaz koordinatai: (cos(3,sinf3).
Ugyanezek lesznek A koordinétai is.
Csakhogy a koordinéta-rendszer elrendezése folytdan A = (a,b). Ebbol, a megfelels koordina-
tak egyenl@sége miatt,
b b
cosﬁ:a:g:g, illetve sinf=b=-=-
1 ¢ 1 ¢
kdvetkezik. Mivel a hdromszog oldalai pozitiv szamok, ezek a hanyadosok 0-t6l kiilénb6zbek,
igy értelmezhets (8 tangense és kotangense is:
i b b 1
sinf _be b e ctgfe = &
cosff  ac a tgB b
Ha ezek utan a haromszoget tengelyes tiikrézés, majd eltolas és forgatas révén olyan helyzetbe
hozzuk, hogy az A csticsa legyen az origod stb., akkor az el6z6 gondolatmenettel a

tg 8 =

. a b a
sima = -, cosa=-, tga=-, ctga=-—
c c b a
Osszefiiggések is kdnnyen igazolhatok. O

21. MEGJEGYZES.

22.

Az el6bb bizonyitott tétel a kovetkezSképpen fogalmazhaté meg szavakkal:

A derékszogi haromszog barmely hegyesszdgének...

szinusza a szoggel szemkozti befogd és az atfogdé hanyadosaval,
koszinusza a sz0g melletti befogd és az atfogd hanyadosaval,
tangense a szoggel szemkozti befogd és a szog melletti befogé hanyadosaval,

kotangense a szdg melletti befogd és a szoggel szemkozti befogd hanyadosaval

egyenld.

MEGJEGYZES.

Magatol értetddik, hogy ezeknek a mondatoknak kizarélag derékszogi haromszogben van értel-

miuk.
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6. Feladat:
Hatarozzuk meg a 3,4,5 egység hossztisdgn oldalakkal rendelkez6 haromszog szogeinek szogfigg-

vényeit!

Megoldds:

Mivel 32 4 42 = 52, Pitagorasz tételének a megforditdsa alapjan a haromszog derékszogt és
atfogoja az 5 egység hosszusigu (leghosszabb) oldal. Jelsljiik a 3,4,5 hossziaségn oldalakat
rendre a-val, b-vel és c-vel, a veliilk szemkozti szogeket pedig a-val, (-val, illetve y-val. A
?77. Tétel alapjan

ctga =

-+
o

Q

Il

sina = , cosa =

ctg B =

-+
02
=

I

, cosf=

W | w

sin 8 =

ol
ol ol
(S I NGCNG F TN
ISE RS RGN
e oo
o ol

Tovabba siny =sin90° = 1, cosy = cos90° = 0, ctgy = 0, mig tgy nem értelmezhetd.

23. MEGJEGYZES.
A késtbbiek soran kideriil, hogy hogyan lehet egy szog valamely szdgfiiggvényének ismeretében a
sz0g nagysagara kovetkeztetni.

24. MEGJEGYZES.
Mivel egy haromszog oldalainak megadéisa meghatarozza a haromszog szogeit — példaul: az olda-
lakbol megszerkesztve a hdromszoget, megmérhetjiik azokat —, elvarhato, hogy a szogek nagysagat
szamitassal is meg tudjuk adni az oldalak ismeretében. (A derékszogd haromszog esetében a prob-
léemat a ??. Tétellel megoldottuk.)
A kévetkez6kben hamarosan az altalanos haromszog esetére is mutatunk eljarast a szogek megha-
tarozéasara.

4.2. Nevezetes szogek szogfiiggvényei

Nevezetesnek azokat a szogeket tekintjik, amelyek mérészama (fokban megadva) egész, és amelyek
szogfiiggvényei igen egyszertien megadhatok a négy alapmiivelet és a négyzetgytkvonas segitségével.

Ez a meghatéarozas erésen szubjektiv, hiszen az egyszerden szd értelmezése mindenkinél mas és mas.
A gyakorlat az, hogy a 30° és a 45° egész szamu t6bbszordseit tekintjiik nevezetesnek, bar gyakran kell
hasznalni példaul az 54° szogfiiggvényeit is, igy azokat szintén célszerd ismerni.

Belathato, hogy azok a szgek, amelyek mérdszama (fokban megadva) egész, és amelyek szogfiigg-
vényei megadhatok a négy alapmitvelet és a négyzetgyokvonas véges sok alkalommal térténd alkalma-
zésaval, éppen a 3° egész szami tobbszorosei. Igy tulajdonképpen ezek mindannyian nevezeteseknek
tekinthetdk.

4.2.1. A 45° szogfiiggvényei

17. TETEL.
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7 7
sin 45° = \g cos 45° = ‘2[ tgd5° =1,  ctgds® = 1.

Bizonyitds
Tekintsiik azt az egyenld szari derékszogi haromszoget, amelynek befogoi 1 egység hosszuak.
Pitagorasz tétele alapjan a haromszog atfogoja v/2-vel egyenls.

Felhasznalva a 7?7. Megjegyzést, a kovetkezs egyenl@ségek adédnak:

1 2 1 2
sin45° = — = V2 cosdh® = — = \/>

N N

Ezzel allitdsunkat bebizonyitottuk.

1 1
tgdh® = - =1 tgd5® = - = 1.
g 1 , Ctg 1

4.2.2. A 60° és a 30° szogfiiggvényei

18. TETEL.
3 1 3
sin 600 = £7 COs 600 = 5> tg 600 == \/g, Ctg 600 = ia
2 2 3
illetve
1 3 3
sin30° =2, cos30° = i, tg30° = i, ctg 30° = V3.
2 2 3
Bizonyitds

Hizzuk meg a 2 egység oldalhosszisagu szabélyos haromszog egyik magassagat. KEzzel a
haromszoget két egybevagd derékszogl haromszogre bontottuk, melyek atfogodja 2 egység,
a rovidebbik befogoja 1 egység (a szabalyos haromszog oldalanak a fele), igy a hosszabbik
befogoja (vagyis az eredeti haromszog magassaga) Pitagorasz tétele alapjan v/22 — 12 = /3
hosszuisagii. Tovabba, a létrejott két derékszégd haromszog szogei 60°, 30°, 90° nagysaguak:
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Alkalmazva a derékszogi haromszog hegyesszogeinek szogfiiggvényeirdl sz616 77. Megjegyzést,
vildgos, hogy

V3

1 3 3
sin 60° = = cos 60° = 5 tg 60° = \( =3, ctg 60° = = £

=3

Sl

illetve

, tg30° = — = — ctg 30° =

V3 1 V3
2 V3~ 37

1%
Il
=

sin 30° = 1, cos 30° =
2 O

25. MEGJEGYZES.

J6, ha megfigyeljiik, hogy a 60°, illetve a 30° szinusza, illetve koszinusza esetén szamitiasba jové
V/3/2 és 1/2 koziil a v/3/2 a nagyobb.

4.2.3. A tobbi nevezetes szog szogfiiggvényei

Azoknak a szdgeknek a szogfiiggvényeit, melyeket a koordindta-rendszer tengelyeire illeszkeds egység-
vektor jellemez, a vektor végpontjait leolvasva konnyen meghatarozhatjuk.

A 30°, illetve a 45° egyéb tObbszoroseinek eseteit a 77. Tétel segitségével vezethetjiik vissza a 30°
és a 45° szogfiiggvényeire.
3. KOVETKEZMENY.

1

sin 120° = sin 60° — \f c0s 120° = — cos 60° = — 2,
2
sin 135° = sin 45° = \f, c0s 135° = — cos45° = —\2[,
1 3
sin 150° = sin 30° = 2 c0s 150° = —cos 30° = —\2[,

hiszen a hozzijuk tartozé vektorok paronként egymas tiikorképei az y tengelyre nézve.

1 3
sin 210° = —sin 150° = —g3 cos 210° = cos 150° = f\f

27
7
$in 225° — — sin 135° — —\f, cos 225° = cos 135° = —\2[,

V3

1
sin 240° = —sin 120° = 5 cos 240° = cos 120° = L
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4.2. NEVEZETES SZOGEK SZOGFUGGVENYEI

26.

27.

28.

hiszen a hozzdjuk tartozé vektorok paronként egymas tiikorképei az x tengelyre nézve.

1
sin 300° = —sin 60° = —?, c0s 300° = cos 60° = 2’
2
sin315° = —sin45° = \2[, cos 315° = cos45° = ,

SENSI

sin 330° = —sin 30° = —%, c0s 330° = cos 30° =

)

hiszen a hozzajuk tartozé vektorok paronként egymas tiikorképei az y tengelyre nézve.

MEGJEGYZES.

Az egyes szogek szinuszdnak és koszinuszéanak ismeretében kénnyen megadhatjuk tangensiiket,
illetve kotangensiiket.

MEGJEGYZES.

A fentiek alapjan megadhatjuk azoknak a tetszéleges elGjeld és abszolutértéki szdgeknek a szog-
fliggvényeit is, amelyeknek vektora a fenti szégek valamelyikének vektorara illeszkedik.

MEGJEGYZES.

Ha egy forgéasszdg valamely szogfiiggvényét kell meghataroznunk, okvetleniil keressiik meg — gon-
dolatban vagy ténylegesen — a forgasszoghoz tartoz6 vektort az egységsugaru kdrben.

4.2.4. A nevezetes szogek szogfiiggvényeinek tablazata

A ¢ szdg | Apszogra- | sing cos ¢ tgp ctgp
fokban didnban
0 0 0 1 0 nincs

1 1 V3 V3
30 67 3 5 7 V3
45 Ly V2 V2 1 1

1 V3 1 V3
60 37 2 2 V3 3
90 %71’ 1 0 nincs 0

2 V3 1 V3
120 37 5 —3 —V3 —3
135 3 V2 —Y2 -1 —1

5 1 V3 V3 V3
150 il ) — - -
180 T 0 —1 0 nincs

7 1 3 3
210 67 —3 s ¥ V3
225 Sr —Y2 —2 1 1

4 V3 1 V3
240 37 —7 —3 V3 3
270 S -1 0 nincs 0

5 V3 1 V3
300 3™ v 2 —V3 5
315 Tr —Y2 V2 ~1 ~1

3 3

T T 5 v
360 27 0 1 0 nincs
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4.3. Példa a trigonometrikus azonossigok alkalmazasara

A nevezetes szogek bevezetésénél megemlitettiik, hogy a 3°-os szdg szdgfiiggvényei megadhatok ponto-
san, azaz a négy alapmuvelet és a négyzetgyokvonas véges sok alkalommal térténé alkalmazasaval.

A tovabbiakban meghatarozzuk sin 3° pontos értékét, amelynek sordn lehetdségiink nyilik tobb, a
kordbbiak sordn megismert tételiink alkalmazaséra.

19. TETEL.

sin3° =

VB - V3VE— B — 6V3+ B
1 .
Bizonyitds
A tétel igazolasit az alabbi lépésekben végezziik:
(1) Megadjuk sin 54° és cos 54° pontos értékeét.
(2) A szogek kiilonbségének szinuszéra vonatkozo 77, Tétel segitségével megadjuk cos6° ér-
tékét.
(3) A félszogek szinuszéara vonatkozo 77. Tétellel kiszamitjuk sin 3°-ot.

Bizonyitas nélkiil megemlitjiik, hogy adott kdrbe a kdvetkezGképpen irhatunk szabalyos 6t-
szoget:

Legyen OA és OB a kor két, egymasra mer&leges sugara. Az OA sugér c felezépontjanak B-
t61 mért tavolsdgat a C'O félegyenesre felmérve a CD szakaszt kapjuk. A korbe irt szabélyos
Otszog oldala a BD szakasz:

B

Legyen a kor sugara 1 egység. Ekkor Pitagorasz tétele alapjan

BC:\/OC’2+032:\/%+1:

[ S

Emiatt

i

OD =CD —-0C =

S

N |
[\V]
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4.3. PELDA A TRIGONOMETRIKUS AZONOSSAGOK ALKALMAZASARA

A DOCN derékszogii. Felirva Pitagorasz tételét, a BD szakaszra a kovetkezd adodik:

4 2

2
BD - VDO T OB — <\@2—1> +1:\/5—2\/5+1+4: 5-V5

Legyen most az O kozépponti, 1 egység sugaru szabélyos 6tszog egyik oldala az AB szakasz,
amelynek felezépontja F. Az AOB< a teljesszog egyotod része, azaz 72°-o0s, igy az FOB<Z
ennek fele, vagyis 36°. Mindez azt jelenti, hogy FBO< = 54°.

Most mér felirhatjuk az 54°-os F' BO< koszinuszat a szog melletti befogo (ez az elgbb kiszé-
mitott BD hosszuséag fele) és az 1 egység hosszusdgu OB atfogo hanyadosaként:

5—/5 B
cos Hh4° = 2 _ g \/5
2 8

Ezek utan sin 54° meghatarozéasa sem okoz gondot, hiszen

5—v5 8-5+v5 345

s 2 o 2 o
54° =1 — 54° =1—
sin cos 3 3 g

vagyis, felhasznalva, hogy a sz6g az els§ siknegyedbe tartozik, igy szinusza pozitiv,

3 5
sin 54° = +8f'

Most mar alkalmazhatjuk a szdgek kiilonbségének koszinuszat elGallito ?7. Tételt:

cos 6° = cos(60° — 54°) = cos 60° cos 54°) + sin 60° sin 54°)

_ 1 [5=VE VB 3+
2 8 2 8

Eljott az ideje, hogy alkalmazzuk a félszogek szinuszara vonatkozo (77) Gsszefiiggést. Ennek
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soran az abszolutérték-jel elhagyhato, hiszen ismét az elsé siknegyed szogérsl van szo:
1— (V5=v5 | VBV3HVE
. . 3° /1 — cos6° 4v2 4v2
sin3° =sin — = = =
2 2 2
V5=V V3V3+V6
N v B L e e R e A
2 8v2
8 —V2V5 V5 - V6V3+V5 \/S—ﬂv5—xf—\/6\/3+\/5
B 16 B 4 ‘
O
29. MEGJEGYZES.
A 3° szinuszanak ismeretében a tobbi szogfiiggvénye is megadhato, hiszen korabbi tételeink jévol-
tabol barmely két szogfiiggvény kozott dsszefliggést tudunk teremteni.
30. MEGIEGYZES.
A 3° tObbszoroseinek a szogfiiggvényeit az addicids tételek ismételt alkalmazasaval megadhatjuk.
31. MEGIEGYZES.
A matematikidnak sokaig megoldatlan problémaja volt a szogharmadolas rejtélye, azaz évezredeken
keresztiil nem tudtak, hogy egy sz0g birtokdban megszerkesztheté-e korzével-vonalzoval, euklidé-
szi modszerekkel annak egyharmada. Csak a XX. szdzadban deriilt ki, hogy ez nem lehetséges.
Meghokkentd, de ez az oka annak, hogy az 3° szogfliggvényei nem adhatok meg pontosan, azaz
a négy alapmiivelet és a négyzetgyokvonas véges sok alkalommal torténd alkalmazasaval. Igy a
legkisebb, egész mérdszamai, pontosan meghatarozhato szog a 3°.
32. MEGJEGYZES.
A bizonyitas elsd abrajan szerepls DO szakaszrol kimutathato, hogy ez az O kozéppontu, OB
sugara korbe irt szabdlyos tizszog oldala.
33. MEGJIEGYZES.

A bizonyitas ,melléktermékeként” az 54° szinuszat és koszinuszat is elGallitottuk. A megfelel§
trigonometriai azonossagokkal ezek utan megadhatok a 36°, 72°, 18°, 27° sth. szogfiiggvényei is.



5.

fejezet

Trigonometrikus egyenletek

Amennyiben egy egyenletben valamelyik valtozonak egy vagy tobb szogfliggvénye is szerepel, ugy az
egyenletet trigonometrikus egyenletnek nevezziik.

A trigonometrikus egyenlet gydkét dltalaban a valds szamok halmazabdl kell kivilasztanunk. Ezt

a kovetkez§ definicié segitségével értelmezhetjiik:

4 . DEFINICIO.

Egy x valos szam szinusza, koszinusza, tangense, kotangense alatt annak a forgisszignek a
megfelel§ szogfiiggvényét értjiik, amelynek a nagysaga radianban x.

34. MEGJEGYZES.

35.

Bizonyos esetekben megengedhets, hogy az egyenlet gydkeként olyan, fokban megadott forgasszdget
hatarozzunk meg, amelyet az egyenletbe behelyettesitve az egyenl@ség fennall. Ez a lehetGség
azonban nem &ll rendelkezésiinkre, amennyiben az egyenletben a véltozé nem trigonometrikus
fiiggvénye, valamint valamely szogfiiggvénye egyidejiileg van jelen. Példaul, az

r+sine=m

egyenlettel nem tudunk mit kezdeni, ha z-et fokban mérjiik, hiszen ilyenkor x nem adhaté 6ssze
a sinzx valos szammal. Azonban azonnal ellenérizhetjiik, hogy az * = 7 valés szam gydke az
egyenletnek. (Természetesen a trigonometrikus egyenletek megoldéasa is akkor teljes, ha az egyenlet
Osszes gyokét megtalaltuk.)

MEGJEGYZES.

A trigonometrikus egyenletek megoldéasa altalaban két fazisra bonthaté. ElGszor meghatarozzuk az
ismeretlen valamely szogfiiggvényének értékét, majd a tanult médon megallapitjuk, hogy melyek
azok a valos szamok, amelyeknek az illet§ szogfliiggvénye az imént kiszamitott mennyiség. Az els6
lépésben tehat a trigonometrikus dsszefliggések jatsszak a kulcsszerepet, mig a masodik mozzanat
soran a visszakeresési feladat preciz végrehajtdsan mulik a siker.

5.1. Példak trigonometrikus egyenlet megoldasara

7. Feladat:

36
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Oldjuk meg a sinxz = sin 2z egyenletet!

Megoldds:

Tudjuk, hogy
sin 2z = 2sin x cos x.

Nullara redukajuk az egyenletet, majd sin x kiemelésével szorzatta alakitjuk a bal oldalat:
sinxz — 2sinzcosz = 0,
sinz(1 — 2cosx) = 0.

Mivel egy szorzat értéke pontosan akkor 0, ha legalabb az egyik tényez6je az, két eset van:

1. esel:
sinx = 0,
r=Fk-m, keZ.
2. eset:
1—2cosx =0,

1 =2cosz,

— = cosz,

2

ze {g+2lm\kez}u{gwwlm\kez}.
Osszefoglalva, az egyenlet gyokei:
xe{Im[keZ}U{%Jr%ﬂ\keZ}U{ngr%w\keZ}.

8. Feladat:

Oldjuk meg a cos?

r —cosx =sin’x egyenletet!

Megoldas:

Vonjunk ki az egyenlet mindkét oldalabol sin? z-et, majd alkalmazzuk a kétszeres szogek
koszinuszanak tételét!

cos?x — sin?x — cosx = 0,
cos2x —cosx = 0.

Ezutan a szogfiiggvények osszegének szorzatta alakitasardl szolo ...-t alkalmazva a kivetkezdt

kapjuk:
2 -2
—QSinm—i_ xsinx x:(),
2 2
3 _
s1n—$sin—x =0,
2 2
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Mivel egy szorzat értéke pontosan akkor 0, ha legalabb az egyik tényezéje az, két eset van:

1. eset:
n (3)
sin| -z ) =0,
2
;x =k-m, keZ,
2
2. eset:

e
e
sm2 ,
g:hw, ke,
x=2k-m, keZ.

Mivel a 2. esetben kapott gyokok halmaza részhalmazéit képezi az 1. esetben kapottakénak,
az egyenlet gyokei:

2
xe{gmwkez}
9. Feladat:

sin 3z = cos bx

Megoldas:

Elgszor is biztositjuk, hogy mindkét oldalon azonos szogfiiggvény szerepeljen. Ehhez alkal-

magzhatjuk a
cosx = sin (E — :c)
2
tételt:
sin 3z = sin (g — 5:r) ,
sin 3z — sin (g — 5:6) =0.
Szorzatta alakitjuk az egyenlet bal oldalat:

3 £-5 3r—%+5
2 cos er; msinm ;+x:7

cos <% — x) sin <4a: — %) =0.

Ujbol a 0-val egyenls szorzat jelenléte miatt: 1. eset:
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cos(%—m)zo,
%—az:g—{—krﬂ, ke Z,
—xz%ﬂs.w, ke,
—17:—%—/{7'71', k€ Z.

7ivel az 1. esetben kaphat6 Osszes gyok felirdsakor k befutja az egész szdmok halmazat,
pontosan ugyanezeket a gyokoket kapjuk, ha a gyokhalmazt

x:—%w.w, kel

alakban adjuk meg. S6t, ha 7 helyett a nala m-vel nagyobb %ﬂ—hez adjuk hozza 7 egész szadmu
tobbszordseit, a gytkok halmaza akkor sem valtozik. Ezért az 1. esetben kapott gyckdk a
kévetkezsképpen adhatok meg:

x:ZTr—l—k:-Tr, keZ,

vagyis az egyenlet gyokei:

:L‘E{Z?T—‘y-k-ﬂ”k'EZ}.

2. eset:

4
4x—E:k'7r, keZ,
4
4x:%+k-w, ke,
™ ™
- " T kew
=TT <

Osszefoglalva, az egyenlet gydkei:

™

:UG{ZW—F]{:W‘]{:EZ}U{HS—Fk%‘szZ}.

10. Feladat:

48in?x 4 cos?2x —1=0

Megoldds:

A kétszeres szogek koszinuszanak tételét abban az alakjaban fogjuk alkalmazni, amely azt a
sz0g szinuszanak segitségével adja meg:

4sin?x + (1 —2sin®2)? —1=0.
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A négyzetre emelést elvégezziik, majd rendezziik a sin z-re nézve negyedfoku egyenletet:
4sin?2x+1—4sin’z +sin*z—1= 0,
amibdl sin z = 0, azaz sinaz = 0. Tehat az egyenlet gyokei:
x € {k‘w | k€ Z}.
11. Feladat:
sin 7z + cos 2z = —2

Megoldas:

Mivel a szogek szinusza és koszinusza egyarant a [—1 , 1] intervallumba esik, a bal oldal akkor
és csak akkor lehet egyenls —2-vel, ha a két 6sszeadando kiilon-kiilon is —1-gyel egyenls. (Ha
ugyanis akar csak az egyikiik is meghaladné azt, az Osszeg ohatatlanul —2 f5lé emelkedne.)
Igy a kovetkezo egyenletrendszert kell megoldanunk:

sin7r = -1, (5.1)
cos2x = -—1.
Ezeket kiilon-kiilon megoldva:
(?27)-re
sin7r = —1
3
Tr = §7T+2]<J7T, ke,
3 2
= — - Z
T 147r+7/~c7r, keZ,
illetve (77) esetében
cos7x = —1

e =7+ 2r, le€Z,

xz%—f—lw, leZ.

(A periodicitds miatti tagban szerepls egész szamokat a két egyenlet esetén eltérs bettikkel
kell jel6lniink, hiszen semmi okunk sincs feltételezni, hogy az egyenletnek eleget tevs x érték
esetén a ketts azonos lenne. Mi t&bb, régton lathato, hogy ha k = [, akkor a gydkot szolgaltatod
két egyenlség ellentmond egymésnak.)
Meg kell tehat keresniink k és | azon egész értékeit, amelyekre a két elGallitas ugyanazt az x
értéket szolgaltatja. Ekkor nyilvan
3 2 s
— —km = —+41Im.
147r + 7 s 5 + i
Elosztva az egyenlet mindkét oldalat m-vel, majd megszorozva 14-gyel, végiil rendezve a ko-
vetkez§ diofantoszi egyenletet kapjuk:
3+ 4k =7+ 141,
4k — 14l = 4,
2k — Tl = 2.
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Kifejezve ebbdl k-t, a kdvetkezst kapjuk: k = %l + 1.

Mi ennek az egyenletnek az egész gyokeit keressiik. Ahhoz, hogy k egész legyen, az sziikséges,
hogy 71 oszthatd legyen 2-vel, ami viszont azt jelenti, hogy [ paros. Ez azzal ekvivalens, hogy
megadhaté

l=2m, meZ

alakban. (Ekkor k = 7m + 1.) Igy
™
xe{§+2m7r\m€Z}.

Természetesen a masik elgallitas is ugyanezt az eredményt szolgaltatja:

3 2 3 2
= — — = — - 1 -
T =Tt 7k7r Tt 7(7m + 1)m

AN P 22
= J— — T —
14 7 mm 9 mm,

ahol m tetsz6leges egész szam lehet.

12. Feladat:
4 4

sin® x — cos® x = cos4x
Megoldas:
Felhasznaljuk, hogy egyrészt

4 2

sin?z — cos? z = (sin?  — cos? z)(sin? z + cos? ) = — cos 2z =

= —cos 2z,

mésrészt pedig
cos4x = cos(2 - 2z) = 2cos® 2z — 1.

Ezeket behelyettesitve
—cos2z = 2cos? 2z — 1.

Rendezziik, majd megoldjuk a cos 2z-re nézve méasodfoki egyenletet:
2cos? 2z + cos 2z — 1 = 0.

Ezt megoldva: cos2z € {—1;3}.
1. eset:

cos2x = —1,
2¢ = w+ 2k,
T = T + k.

2
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2. eset:
.
cos x—2,
T 5
2me{§+2mwkeZ}U{§w+%m‘kEZ}
T 5
xe{g-i—kﬂ"kEZ}U{gﬁ—Fkﬂ')kEZ}

Feltiintetve ezeket az egységsugara kdérben, eredményiink témorebb alakban is megfogalmaz-
hat6 a kovetkezSképpen:

xe{%+kg‘kez}



6. fejezet

Trigonometrikus fuggvények

6.1. A szinuszfiiggvény

Abrazoljuk az

f: R—=R, zw—sinzx

fliggvényt!

6.2. A koszinuszfiiggvény

Abrazoljuk az

f: R—>R, x> coszx

fliggvényt!

6.3. A tangensfiiggvény

Abrazoljuk az
f: R\{g+kﬂ|k€Z}HR, T tgx

fliggvényt!
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6.3. A TANGENSFUGGVENY




